


☆ 極限のあたりをつける。 （極限が
yへ

傾き l n y=x
どういう値を求めているのか.
（傾きがけっこう出てくる）
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☆ （微分法の範囲）凸性の利用

ff"（x)ZO は 下に凸
f"（x)EO で 上に凸
※

大学で
は2階
微分
俲...形
で|

祕...たが...
定義する. a、

（i） 0 < a n d , a n t i > a n→ O K
凸性のおかげ

（2） h nは （an.Anti）と（1.1）を結ぶ
→ 三角・指数対数関数など凸性の 直線の傾きで単調減少しそう→Ok
f t 壗澔

、，fgan

!

，hig hn

!

と予想できる。

あるもので、これらのことを示したければ 凸性のおかげ



→ あとはこれを数式で示していく。重たいけど、. 0<91<+1<1 が成立。

解圜 以上（i）（ii）より 全ての自然に数nに対して
（i） 漸化式+全称命題→ 帰納法と O < A n d が成り立つ。 囮

相性良い 次に A n t i > a n を示す。
数学的帰納法で示す。 →単に差や比をとってもうまく処理が
（i) n=1のとき、 0 < 9 に よ く I より成立。 進まない。 実数全体で考えて.
（ii)mk(kは自然..数）のとき、 関数の増減で議論する！

0 < 9 K C l と仮定する。 A n t i - a n = s i n Tn_an
m k t Iのとき、 ここで、 g(x）=sin F - X とおき、

A k t I 二 s i n t k
0 < X < 1 でg(X）>0を示せば良い。ここで、 Y=s in t は O S X < 1 で

単調増加が、

|地眺
が跳開
班で.sin < s i n T < s i n ※ G M > 0 （0<×<i）は明ら

か.た。→ 2階微分
O < s i n TK<1 となり. で いけそう. ばが

母・，。。，



G'け）-E c o s EX-1 →まだ正負わからん となるので . 0<x<1の範囲でg(x）>0
つまり s i n t > X が成立する。g"（x）-_-Fsin →正負わかった！
いま全ての自然数 nについて0<9n< I

よって. G'（x）の増減はthermo
c a n い なので、 sin

"

-">an

この範囲で、 つまり A n t i > a n が示される。 勿灥爺。#←なので
となり.0<x<1にg'（x）=0となる解が に）さっき眺めた通り.hnは傾きを表す。

嗾、..
...........
.句
とおく。 g(x）の増減は lama・、傾

き
、崔瞭痱=
が越2x

な
、"。

!

嚙 。

確かに減少するが、 これはまた
☆正負が判明するまで微分して. はsin

!

の凸性のおかげ .→2階微分慣れないうちは表で増減'を_視覚化.

" " ・

かな .
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断埏磯

-も 一→ 差や比をとってもうまくいかない.
=F(i-x)sin より.

h(x）=にが-_-

#

とおいて .
K(x）の増減には

h ( x）が 0いく I で狭義単調減少
することをIi・。←an<antiより、

秘で岼が沿い2.s i？！！ 歘。 熱
となり、 0CX（1でk(x）<0

→ まだ正負がわからない。 よってDより 0<X<1でh仈）<Oとなり.
もう1回微分するとグチャグチャ一 h(x）は狭義単調減少する。
分母は

!

確定なので、分子に注目！ ここで 0<9いく9n t .d e より
ここで 0<x<1のときにが70であり. h(ant，）<h(an） となり、分子を k(x）とおいて. KMの符号を
調べていく. b u tI〈bn が示される。囮



•
（1.1）（3）

hg Anを求めるには？ hiでいいのか？！！𧃴！傾きで
1未満解けない漸化式と極限 → D D → o k !

TDあたりをつける →Tとする。 よって 1-Ant，<h、（1-an）
② I a m ， _ r I E r Ian-81を作る これを繰り返し用いると、
1 0 E r a ） - 1 - a n

<が（na.）T

$

a。

［Dはさみうちで
極限を求める。

ここで、 （i）より O ' a、 < 9 2く Iなので、

a .

に収束.が
グッ匇。_

$

笹

!

。....
A n t i < a n < I な の で

1 - a n t , Er（1-an）の形を limb，""（いの）=0 より. はさみうちの
作これは（エ2）が使えそう.most............
が：：：：：：：：""原理から big（1-an）=0

（2） より

n → a sここで.hnは狭義単調減少なので
h22についてhnくh、



highn は ？
平均値の定理だと何がダメか、 傾きと見ると.グラフから0に収束することが
←察 （発想の試行錯誤）

_。平均値の定理の出番！
f(i）-f(an） = f'（c）（1-An） わかる、ただ傾きは直接うまく変形できない

つまり 1-Anti=f'に）（1-an）を満たす
実数 cが a nくくく I に存在する、 また.hn=fief であり .
""

$

き
こ

ら等純性がある
ので、 fけ）は 0 E X E 1で連続かつ微分可能

一糸で
平均値
の定理
より

1 - A n t i E r（1-an）となる f h f =f'（en） かつ
0以上 I未満の定数rが 1 - a n
とれない！！ なので断念 a n<e n< 1・ を満たすある実数Cn が

存在する。 ← nによって動く.
→ 式変形で頑張って

1 -A n t i Er（1-an）の形を作るしかない、 これを用いると hn=f'（en）

となる . 」 =Ews E . .



ここでn→asを考えると.hg a n = 1 と 別興平均値の定理不要！
③ から、はさみうちの原理より a.PT/__9D ←微分係数の形とfy.cn=I 見る！
よって

"

より.

l i m bn = G Ews l i m bn=fg

"$

""

m e s
m a s

，
__
連続
沖

で
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ニ 、， = H）

= E c o s F =out
a .爀：：：
：、燕㒒（an.flan））・


